MATH.APP.410 Matriisilaskenta (kevit 2024) / Mattila
Tentin 27.2.2024 ratkaisut

1. (a) Oletus: x,y € C" ovat vektoreita, joille on voimassa ||| = |ly|| = 1.
Viite: vektorit (1 +i)x —iy ja (3 —2i)x — (5 + 1)y ovat keskenddn ortogonaaliset.

Todistus. Sisdtulon ominaisuuksia hyodyntamélld saadaan

(14+dx —iy,(3—2i)x — (b +1)y)

14i)(x, (3 —2i)x — (5+i)y) + —i(y, (3 —20)x — (5+1)y)
1—4)(3=2i)(x,x) + (1 —0i)(=> —i){x,y) +i(3 —2i)(y, x) +i(—5 —i){y,y)
1= 50)||z||” + (=6 + 4i) (@, y) + (2 + 3i)(y, =) + (1 - 50)|y|*

—5i+ (=6 +4i)(x,y) + (2 — 3i){(x,y) + (1 —5i) =2 — 100 + (—4 +i){x,y).

Jotta vektorit olisivat ortogonaaliset, pitdisi ylld olevasta lausekkeesta tulla ar-
voksi 0. Tehtdvinannon vektoreiden kertoimille on kuitenkin tullut hieman vaarat
lukuarvot, mink& vuoksi lauseke ei sievene téstd enempédd (tekemétta lisdoletuk-
sia vektoreista @ ja y). Oikealla idealla tehdysté todistusyrityksesté saa kuitenkin
taydet pisteet, vaikka itse todistus jaisikin kesken. ]

(b) Tehtdvina on madritdéd reaalisten vakioiden a ja b arvot niin, ettd yhtalo

-1

4 -1 -1 -1 a b b Db
A -1 4 -1 -1 _ b a b b
-1 -1 4 -1 b b a b
-1 -1 -1 4 b b b a

toteutuu. Vakioille saadaan muodostettua yhtaloryhmé kertomalla annettu mat-
riisi A ja sen kddnteismatriisi keskendaédn kummin tahansa péin ja vaatimalla, etta
lopputuloksena on tultava identiteettimatriisi:

4 -1 -1 —17TJa b b b
TP R R’ S R B N R
[4_AA_—1—14—1 b b a b
1 -1 -1 41||b b b a

4a—3b —a+2b —a+2b —a+2b
—a+2b 4a—3b —a-+2b —a+2b
—a+2b —a+2b 4a—3b —a+2b
—a+2b —a+2b —a—+2b 4a—3b

da —3b =1,
—a+2b=0,
2
z.

Saadaan yhtéalopari

jonka ratkaisuksi saadaan b = % Jjaa=

2. (a) Matriisin

2 -1 -1 1 2
-2 2 5 4 0
A=19 1 1 0 —3
-6 3 3 1 —4
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LU-hajotelman 16ytamiseksi aloitetaan merkitsemalld

0 0 1 0 00

=21 -1 ) B r |1 1 00

l1 = 5 9 = 1 Ja L1 =71 — l1€1 = 101 0

—6 -3 30 01

Saadaan

1 0 00 2 -1 -1 1 2 2 -1 -1 1 2
LA — 1100 -2 2 5 4 0 |0 1 4 5 2
“TJro1of|-2 1 1 0-%"1Jo 0o o0 11
3 0 01 —6 3 3 1 — 0 0 0 4 2

Seuraavassa iteraatiossa pivot-alkioksi tulee neljinnen sarakkeen kolmas alkio, silld
toinen ja kolmas sarake ovat jo valmiiksi ylikolmiomuodossa. Saadaan

0 0 10 0 0
110 0 . T 01 0 O
=11l =|o| 1 f2=i-bes =154 1 g
4 4 00 —4 1
Saadaan
10 0 Of]2 -1 -1 1 2 2 -1 -1 1 2
01 0 00 1 4 5 2 0O 1 4 5 2
LleA_00100001§_0001§_U
00 —4 1110 0 0 4 2 0O 0 0 00
Enempié iteraatioita ei siis tarvita. Lisaksi
1 000
_ -1 100
L= (LoLy) ' =14l +les” = 101 0
-3 041
Lopuksi voidaan vield tarkistaa, ettd
1 00012 -1 -1 1 2 2 -1 -1 1 2
-1 10 0[]0 1 4 5 2 -2 2 5 4 0
LU_—10100001§_—21 10—3‘A‘
-3 04 1{(0 0 0 00 -6 3 3 1 —

Matriisin A aste saadaan nyt paiteltyd suoraan LU-hajotelman perusteella laske-
malla porrasalkioiden lukumé&ara matriisista U. Niitd on kolme kappaletta, joten
rank(A) = rank(U) = 3.

Dimensiolauseen avulla voidaan nyt padtelld 4 x 5-matriisille A, ettd dim(N(A)) =
5 —rank(A) = 5 — 3 = 2. Homogeeniyhtélolle Az = 0 voidaan siis 16ytaa kaksi
lineaarisesti riippumatonta ratkaisuvektoria. Samaan tapaan 5 x 4-matriisin A”
tapauksessa voidaan péitell, ettd dim(N(AT)) = 4 — rank(AT) = 4 — rank(A) =
4 — 3 = 1. Homogeeniyhtilolle ATx = 0 on siis olemassa yksi lineaarisesti riippu-
maton ratkaisuvektori.

Oletus: jos &7 ja S ovat vektoriavaruuden C™ aliavaruuksia.
Viite: yhdiste
81U82:{CCE(Cn | a:GSltaia:ESg}

el ole vektoriavaruuden C" aliavaruus.
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Todistus. Joukko &1 U Sy on suljettu skalaarikertolaskun suhteen, mutta ei vek-
toreiden yhteenlaskun suhteen. Osoitetaan viite vaérdksi tarkastelemalla vastae-
simerkkid, missi n = 2, §; = span{e;} ja Sy = span{ey}. Tall6in

STUS, = {(xl,xg) € ((32‘1'1 =0 tai x :O}

Nyt selviisti e; € S; US, ja es € S US, (koska e; € S; = span{e;} jaey € Sy =
span{ey}), mutta e; + ey = (1,1) € S; U S,. Viite on siis viari. O

Huom. Voidaan osoittaa, ettd jos S; US, on aliavaruus, niin talldin on oltava joko
81 Q 82 tai 82 Q 81.

(b) Tarkastellaan matriisia A = i i 2}, missd a on jokin tuntematon reaalilu-
ku. Pitdéd tutkia, miten luvut dim(N(A)) ja rank(A) riippuvat parametrin a ar-
vosta. Huomataan ensin, ettd matriisin A sarakkeet 2 ja 3 ovat toistensa ska-
laarimonikertoja (sarake 3 saadaan sarakkeesta 2 kertomalla se skalaarilla %)
Jos a = 2, niin talléin myos sarakkeet 1 ja 2 ovat toistensa skalaarimoniker-
toja. Téssd tapauksessa matriisissa A on siis vain yksi lineaarisesti riippuma-
ton sarakevektori, jolloin rank(A) = 1 ja dimensiolauseen perusteella saadaan
dim(N(A)) = 3 —rank(A) = 3 —1 = 2. Jos taas a # 2, ovat sarakkeet 1 ja 2
lineaarisesti riippumattomat. Tall6in rank(A) = 2 ja dimensiolauseen perusteella
saadaan dim(N(A)) =3 —rank(A) =3 -2 =1.

(a) Ovatko seuraavat viitteet oikein vai véidrin? Perustele vastauksesi lyhyesti.

(i) Jos A € C™™ on kolmiomatriisi diagonaalialkioinaan ajy,ass, ..., ayy,, niin

O'(A) = {CLH, aso, ... ,ann}.
Viite on tosi, silld myds matriisi A — X on kolmiomatriisi, jonka determi-
nantti saadaan laskettua diagonaalialkioiden tulona. Tdlléin matrisiin A ka-
rakteristiseksi polynomiksi saadaan (a;; — N)(aga — A) - -+ (@pn — N), eli ominai-
sarvoiksi saadaan matritsin A diagonaalialkiot sellaisenaan.

(i) Jos matriisilla A € C3*3 on kaksi erisuurta ominaisarvoa, niin matriisilla A voi
olla korkeintaan kaksi lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria, yksi kum-
paakin ominaisarvoa kohti. Viite on epdtosi. Kumpaakin ominaisarvoa vas-
taa vihintddan yksi lineaarisesti risppumaton ominaisvektor:, mutta algebral-
lista kertalukua kaksi olevaa ominaisarvoa voi vastata myds kaksi lineaarisesti
riippumatonta ominaisvektoria. Esimerkiksi matriisilla diag(2,2,3) on kolme
ominaisvektoria ey, es ja es, joista kaksit ensimmdistd vastaaval ominaisarvoa
2 ja kolmas ominaisarvoa 3.

(iii) Jos neliomatriisin A kaikki alkiot ovat reaalisia, niin on silti mahdollista, etté
matriisilla A on tdsmaélleen yksi kompleksinen ominaisarvo A\ = a + b, missi
b # 0.
Viite on epdtosi. Jos matriisin A kaikki alkiot ovat reaalisia, niin télloin myds
sen karakteristiselle polynomille tulee pelkistidn reaalisia kertoimia. Tdllai-
sessa tilanteessa kompleksiluku A = a + ib on karakteristisen polynomin juuri,
jos ja vain jos sen littoluku N\ = a — tb on myos sen juuri. Kompleksisel
ominaisarvot esuintyvat siis aina listtolukupareittain.

(b) Tehtavina on etsid kaikki mahdolliset muuttujan k arvot, joilla matriisista

|
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tulee projektorimatriisi ja méaarittaa vektorin @ = {J projektio kussakin tapauk-
sessa. Projektorimatriisin tulee toteuttaa ehto
1 1 2
sk T+ k k
pP=|2 =P>= |4 :
IR P

Yhtilo toteutuu ainoastaan, kun k? + i , misti saadaan ratkaistua k = :I:%.

T

Ensimmaisessé tapauksessa vektorin @ = [1 projektioksi saadaan

Pa- |

SIS

eli vektori kuvautuu itselleen. Jalkimmaéisessa tapauksessa vektorin x = {J pro-

e[ F00-0

eli vektori kuvautuu nollavektoriksi. Molemmat projektiomatriisit toteuttavat eh-
don PT = P, joten kumpikin niisti on ortogonaaliprojektorimatriisi.

jektioksi saadaan
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